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 本論文では確率論の分野であるパーコレーションを研究対象としている. パーコレーションは 1957年
に Broadbent と Hammersley らによって提唱されたもので, 物質の浸透や, つながりをグラフによ
ってモデル化したものである. 具体的には無限グラフ G とパラメータ p を固定し, グラフの各辺が
確率 p で open になる現象を考える. この open な辺だけを採用し G の部分グラフを構成すること
ができる. つまり G の部分グラフからなる集合に確率測度を定めるということである. パーコレーシ
ョンにおいて重要なトピックの 1 つが臨界現象に関する考察である. 部分グラフの連結成分に着目する
と, 無限な大きさの連結成分の個数に関してある種の臨界現象が成り立つ. 各グラフに対して固有の 2
つの閾値 critical probability と uniqueness threshold が存在して,  p が critical probability 未満
なら連結成分の個数はほとんど確実に 0 になり,  p が critical probability と uniqueness threshold 
の間なら連結成分の個数はほとんど確実に無限になり,  p が uniqueness threshold より大きければ
連結成分の大きさはほとんど確実に 1 になる. 与えられたグラフに対してこれら 2 つの閾値を計算する
ことがパーコレーションを研究する上での目標の 1 つである.  
 パーコレーションで扱われる頻度の高いグラフの 1 つが d-次元単位格子である. 2 次元の場合は 1980
年に Kesten によって 2 つの閾値とも 1/2 であることが示された. 3 次元以上の場合は 2 つの閾値が一
致することは知られているがその値については不明確である. 2 つの閾値が一致しない例としてはツリ
ーが挙げられる. ただツリーの場合は uniqueness threshold が 1 になる. そうではない例, つまり 2
つの閾値が異なりかつ uniqueness threshold が 1 でないグラフの例として, 本論文のタイトルにもあ
る正則ツリーと直線の直積グラフが 1990 年に Grimmett と Newman によって挙げられた. その段
階では正則ツリーの次数が十分大きいという条件つきではあった. これを 3 以上のすべての次数まで拡
張したのが Hutchcroft である. 一方で 2 つの閾値の具体的な値についてはまだ明確ではない. 本論文
ではこの 2 つの閾値をある関数 α(p) を用いて表し、またその結果を利用して閾値の上限を与えた.  
 先述した関数 α(p) は次で定義される. 正則ツリーと {0} の直積上で n 離れた 2 点をとってくる, 
この2点が同じ連結成分に含まれる確率の n 乗根をとる. そして n を大きくして極限をとったものを 
α(p) とする. 本論文の主結果の 1 つである Theorem A は 2 つの閾値がこの α(p) の逆関数を用いて表
すことができることを示したものである. 2 つ目の結果である Theorem B は α(p) の下限を求めるこ
とで 2 つの閾値の上限を与えたものである. 
 3 つ目の結果である Theorem C は Triangle condition に関する結果である. グラフ上で 1 点 v を
固定し, 2 頂点 x, y を任意にとる. v と x が同じ連結成分に含まれる確率, x と y が同じ連結成分に
含まれる確率, y と v が同じ連結成分に含まれる確率, これら 3 つの積を考え x, y をそれぞれ頂点全
体にわたって和をとったものを triangle diagram という. この triangle diagram が有限な値をとる
ときグラフは p で triangle condition を満たすという. 先行結果では正則ツリーと直線の直積グラフ
は 1 つ目の閾値である critical probability で triangle condition を満たすことは知られている. 本論
文ではさらに詳細に調べた結果として uniqueness threshold では triangle condition を満たさない
が, それ未満のすべての p では triangle condition を満たすことを示した. これが Theorem C であ
る. 
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論文審査の結果の要旨 
 
山本航平氏によって提出された博士学位論文は，正則樹木と 1 次元整数格子の直積で定まるグ
ラフの上のパーコレーションについて論じたものである． 
無限グラフを固定した際，グラフの各辺を確率 p で残し確率 1-pで取り去ることで，ランダム
部分グラフが定義される．パーコレーションとは，こうして定まるランダム部分グラフの連結性
に関する性質を確率論的に調べることを目的とした分野である．ランダム部分グラフが無限連
結成分を持つ p の閾値を臨界確率，無限連結成分がただ一つである p の閾値を一意性臨界値と
呼ぶ．これら二つの値は中心的な研究対象の一つであるが，例えば 3 次元以上の正方格子に対し
ては，臨界確率と一意性臨界値が一致するという結果はあるものの，それがどのような値か，ほ
とんど何もわかっておらず，これらの閾値の解析の困難さを物語っている． 
山本氏が論文で取り扱った d 正則樹木と 1 次元整数格子の直積グラフは，Grimmett-Newman に
より，dが十分大きいとき一意性臨界値が臨界確率より真に大きく，一意性臨界値が 1より真に
小さいことが証明されて以来，重要な対象となった．その後 Lyons-Peres(2015年)によって dが
5 以上の場合に同様のことが，論文提出者の山本氏(2017 年)により d が 4 以上の場合に，そし
て最終的には Hutchcroft(2017年)により dが 3 以上の場合を含む大きなグラフのクラスに対し
て証明されたという経緯がある．結果的に Hutchcroft の大きな結果が山本氏の結果の後すぐに
出たのであるが，山本氏の業績の一つは，単に一意性臨界値と臨界確率との隔たりを示しただけ
でなく，臨界確率の上からの精密な評価にある(Theorem B前半)．この定理は山本氏の文献[26]
において Lyons-Peres と同様に Galton-Watson process のアイデアを用いて証明されたもので
あったが，学位論文では，Schonmannにより導入された，ある p の関数αの単調性などの性質を
精密に調べることで，臨界確率と一意性臨界値をαの逆関数の特殊値として表現し(Theorem A)，
山本氏がすでに開発していたαの下からの評価によって，臨界確率の上からの評価の別証明を
与えただけでなく，一意性臨界値の上からの評価(Theorem B 後半)の導出にも成功している．ま
た山本氏は triangle conditionと呼ばれる性質について調べている．Hutchcroft(2017 年)によ
り，上記のグラフに対して臨界確率で triangle conditionが成り立つことが示されたが，山本
氏はこれを大幅に改良し，一意性臨界値では triangle condition が成り立たず，それより小さ
な pに対しては成り立つことを示した． 
山本氏は学位論文で，確率論や離散幾何学など複数の分野の交錯するパーコレーションという
分野において，関連分野の技法を駆使し，数々の閾値の定量的評価の導出や相転移現象の解析に
より，当該分野に大きく貢献した．これは，山本氏が自立して研究活動を行うに必要な高度の研
究能力と学識を有することを示している．したがって，山本航平氏提出の博士論文は，博士（理
学）の学位論文として合格と認める． 
